
אלגברה ליניארית למדעי  
הנתונים

תזכורת8.0



מוטיבציה

אחד מהשימושים המעניינים של כפל מטריצה בוקטור הוא תיאור מערכות דינמיות  •

:שמשתנות לאורך הזמן

התפלגות אוכלוסייה במדינה לאורך השניים•

הרכב תיק השקעות המשתנה עם הזמן•

מתים לאורך הזמן, מתים, מספר אנשים חולים•

•....



י'סדרת פיבונאצ:דוגמא פשוטה

:י מתחילה כך'סדרת פיבונאצ•

• 1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,…



י'סדרת פיבונאצ:דוגמא פשוטה

:חישוב איברי הסדרה בעזרת כפל במטריצה•

• 1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,…



מערכת דינמית ליניארית

הוא פונקציה  t :xt+1עבור כל מערכת דינמית ליניארית היא מערת דינמית פשוטה שבה•

כלומר, xtליניארית של 

המתארת דינמיקה של התהליךnxnהיא מטריצת Atכאשר •

למשוואות קוראים בשם משוואות עדכון•

נוכל לחשב ערכים עתידים של התהליךxt-וAבהינתן : הערה•



מערכת דינמית ליניארית עם קלט

מערכת דינמית ליניארית עם  , למשל, קיים מספר גדול של מערכות דינמיות ליניאריות•

:קלט  אפשר להגדיר בצורה הבאה

•ut זהm- וקטור של קלטים בזמןt ,Bt זאת מטריצהnxm– והקלטיםמטריצת-ct

offset-אופסט וקטור



דינמיקה של אוכלוסייה

מודל דינמי ליניארי יכול לעזור לתיאור התפלגות גלאי אוכלוסייה במדינה מסוימת•

tבראשון בינואר בשנה i-1שווה למספר תושבים בגיל i(xt)וקטור כאשר -xt100נניח •

במדינה נתונה

:  בעזרת משוואה הבאהxt+1אפשר לחשב •



מודל של אפידמיה

וקטור-4נסמן פרופורציית מספר אנשים באוכלוסייה בעזרת •

:לצורך דוגמא נניח•

של חולים יהיו בריאים עם חסינות 10%, של חולים ימות מחר1%, ידבקו מחרSשל 5%•

של חולים יהיו מחר בריאים ללא חסינות 4%-ו, לכל החיים 

:אזי התפתחות של מודל אשפר להגדיר בעזרת מערכת הבאה•



כפל מטריצות

ABאפשר לחשב Bבמטריצה שורותשווה למספר Aבמטריצה עמודותאם מספר •

B-בAאזי אפשר להכפיל . בהתאםp*n-וm*pמטריצות בעלות מימדים B-וAתהיו •

•C=AB התוצאה היא מטריצהC בעלת מימדיםm*nומתקיים:



הדגמה  –כפל מטריצות

:דוגמא•



מכפלה חיצונית של וקטורים

:וקטור מוגדרת באופן הבא-bnוקטור ב -amשל מכפלה חיצונית •



כפל במטריצת היחידה

:אזי מתקייםמטריצת היחידהI-וnxnמטריצה Aתהי •

• AI=A

• IA=A



סדר חשוב–כפל מטריצות 

:באופן כללי השוויון הבא לא מתקיים, שימו לב•



תכונות של כפל מטריצות

:קל להוכיח בעזרת הדגרה שכפל מטריצה במטריצה מקיים•

של חישוב יכולה להיות מאוד שונה עבור כל אחד מאגפיםסיבוכיות, למרות השוויון: הערה•

:תכונות נוספות•



מטריצת גרם
GRAM MATRIX

אם עמודות  mxnמטריצה Aתהי •

נקראת מטריצת גרם-אזי מטריצה ריבועית         •

•Gהיה מטריצה סימטרית

•G הבנויה בעזרת מכפלות פנימיות של שורות ועמודות שלA



סיבוכיות

פעולות 2p–צריך  לחשב מכפלה פנימית AB-בijכדי לחשב איבר •

פעולות2mnpדורש ABולכן חישוב •

פעולות000 000 000 2-יכול לדרוש כ1000x1000למשל כפל שתי מטריצות •



כפל מספר מטריצות–סיבוכיות 

:אפשר לחשב את המכפלה בדרכים שונותABCכאשר מכפילים מספר מטריצות •

•(AB)C

•A(BC)

תאורטיות אמורים לקבל את אותה תוצאה•

אבל פרקטית סיבוכיות עבודה יכולה להיות מאוד שונה  •
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הרכבה של פונקציות ליניאריות8.1

10פרק 



הרכבה של פונקציות ליניאריות

:נגדיר שתי פונקציות ליניאריותp*nמטריצה B-וm*pמטריצה Aתהיו •

:המקיימתhהיא פונקציה gעל fאזי הרכבה של •

הרכבה של פונקציות ליניאריות גם פונקציה ליניארית: מסקנה•



הרכבה של פונקציות ליניאריות

:נגדיר שתי פונקציות ליניאריותp*nמטריצה B-וm*pמטריצה Aתהיו •

:המקיימתhהיא פונקציה gעל fאזי הרכבה של •



דוגמא  –הרכבה של פונקציות ליניאריות 

A,Bפונקציות ליניאריות הנתונות בעזרת מטריצות 2-נסתכל ב•

• y=Bx, z=Ay

•f(g(x))–שלסימןמשנהx2ביןומחליפהx1ל-x2

•g(f(x))–שלסימןמשנהx1ביןומחליפהx1ל-x2



דוגמא–הרכבה של פונקציות ליניאריות 

2מטריצת הפרשים מסדר 

הפרשיםn*(n-1)מטריצת Dnתהי •

הפרשיםn*(n-2)תהי           מטריצה •

אזי למכפלה שלכן             קוראים מטריצת הפרשים מסדר שני•



דוגמא–הרכבה של פונקציות ליניאריות 

2מטריצת הפרשים מסדר 

הפרשיםn*(n-1)מטריצת Dnתהי •

:נקבלn=5עבור •



הרכבה של פונקציות אפינית  

פונקציות אפיניות2באופן דומה ניתן להגדיר הרכבה של •

:אזי•
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חזקות של מטריצה8.2

10פרק 



חזקות של מטריצה

ריבועיתמטריצה Aתהי •

A-בAתוצאת מכפלה -נסמן ב•

:ובאופן דומה נגדיר•

:כאשר•

בקורס שלנו לא נדבר על חזקות שליליות או לא שלמות•



חזקות של מטריצה

:בדקו•



דוגמאות



דוגמאות



דוגמאות



חזקות של מטריצה
מסלולים בגרף מכוון–דוגמא 

:שכנויות של גרף המוגדרת באופן הבאn*nמטריצת  Aתהי •

i-לj-אם יש קשת מ•

אחרת•
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QRפירוק 8.3

10פרק 



אלגוריתם גרם שמידט

בעלת עמודות בלתי תלויותn*kמטריצה Aתהי •

מטריצה ריבועית או גבוהה Aא "ז•

אורתונורמלייםוקטורים kנקבל GSאלגוריתם Aאם נריץ על עמודות של •

מתקיים  , כעמודות                Qנגדיר מטריצת •



אלגוריתם גרם שמידט

נעזרים בנוסחהGSכאשר משתמשים באלגוריתם •

 i>jבנוסף נגדיר             עבור -וi<jכלומר                  עבור •

בעלת משולשת עליונה מטריצה Rכאשר , Aשל מטריצה QRפירוק –A=QRקיבלנו •

ערכים חיוביים על האלכסון הראשי

יש הרבה שימושים בפירוק זה•
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8.4

פייתון



כפל מטריצות



כפל מטריצות



מטריצת גרם



סיבוכיות חישוב כפל מטריצות בסדר שונה



חזקה של מטריצה



QRפירוק 
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8.5

תרגילים



פתרו תרגילים הבאים

•10.1

•10.2

•10.3

•10.4

•10.5

•10.6

•10.17

•10.18

•10.23

•10.24

•10.32

•10.44
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מטריצה הופכית8.6

11פרק 



מוטיבציה

ax=xa=1: המקייםxהוא מספר aכזכור הופכי כפלי למספר •

𝑥 :סימון• = 𝑎−1 ,ההופכי קיים בתנאי ש-a0-שונה מ

היום ננסה להגדיר מושג דומה עבור מטריצות•

נצטרך להבדיל בין הופכי שמאלי להופכי ימיני•



המטריצה ההופכית השמאלית

מטריצותA-וXתהיו •

נקראת הפיכה  A ,Aנקראת המטריצה ההופכית השמאלית של Xאזי I=XAאם מתקיים •

משמאל

nxmהם Xאזי מימדים של mxnהם Aאם מימדים של : הערה•



דוגמאות

יש  A-ול, [𝑎−1]זה Aאזי ההופכי משמאל של , מספר ששונה מאפס–aכאשר A=[a]אם •

רק הופכי משמאל אחד



דוגמאות

כך i=1,2,…nכאשר עבור כל , בעל ערכים שונים מאפס הוא הפיך משמאלaוקטור -nכל •

xa=1מתקיים :               ש

הופכים משמאל nכאן יש לפחות : הערה•



דוגמאות

:הבאהAעבור מטריצה •

•B,C הם ההופכיים משמאל שלA

מספר הופכים שמאליים יכון להיות אינסופי :הערה•



דוגמאות

I=I*Iמתקיים Iעבור מטריצת היחידה •



דוגמאות

:בעלת עמודות אורטונורמליות מתקייםAעבור מטריצה •

A-להופכי שמאלי א וה𝐴𝑇-משמאל והפיכה Aלכן •



ל"הפיכות משמאל ועמודות בת

אזי עמודות של ,Cקיים הופכי משמאל Aאם למטריצה  :משפט•
Aל"בת

:  הוכחה•

הוא רק 0-כלומר הצירוף הליניארי היחיד של עמודות ששווה ל•
0-כאשר כל המקדמים שווים ל

בהמשך נוכיח כיוון הופכי של המשפט: הערה•

ם קיים לה הופכי משמאל"ל אם"עמודות של מטריצה בת: משפט•

הפיכה משמאל אזי היא ריבועית או גבוההAאם  :מסקנה•



פתרון מערכת משוואות ליניאריות בעזר מטריצה  
הופכית שמאלית

וקטור-mxn ,xnמטריצה –Aכאשר b=Axתהי נתונה מערכת משוואות ליניאריות •

:נקבלA-למשמאלזה הופכי Cאם •

הוא פתרון של המערכתx=Cb, כלומר•

יחידהוא פתרון הל ולכן "בתAשל העמודות •

!של המערכתהפתרוןהוא x=Cb,כלומר•



דוגמא

:נסתכל במכרת הבאה•



דוגמא

:נסתכל במכרת הבאה•

B,C: יש שתי מטריצות הופכיות משמאלA-ל•

:ולכן הפתרון הוא•



מימיןמטריצה הופכית 

מטריצותA-וXתהיו •

נקראת הפיכה מימיןA ,Aשל מימיןנקראת המטריצה ההופכית Xאזי I=AXאם מתקיים •

nxmהם Xאזי מימדים של mxnהם Aאם מימדים של : הערה•



: מטריצה הופכית מימין ומטריצה הופכית משמאל
תכונות

ATהיא הופכית משמאל של BTאזי , Aהיא הופכית מימין של Bאם : טענה•

:הוכחה•

ATהיא הופכית מימין של CTאזי , Aהיא הופכית משמאל של Cאם : טענה•

:הוכחה•

ל"ם שורות שלה בת"מטריצה הפיכה מימין אם: מסקנה•

רק מטריצות רחבות או ריבועיות יכולות להיות , למטריצה גבוה אין הופכי מימין: הערה•

הפיכות מימין



פתרון מערכת משוואות ליניאריות בעזר מטריצה  
הופכית מימין

וקטור-mxn ,xnמטריצה –Aכאשר Ax=bתהי נתונה מערכת משוואות ליניאריות •

:המקיים                מתקיים, xאזי עבור , A-למימיןיתהופכמטריצה –Bאם •

,  Ax=bהוא פתרון של x=Bbאזי ,מימיןהפיכה Aאם , כלומר•

שקיימים פתרונות נוספיםלהיות יכולים •

כדי למצוא איזשהו פתרון של מערכת המשוואות רחבה או B-להשתמש באפשר  :מסקרה•

ריבועית



דוגמא

:הבאהבמערכתנסתכל •

שאותו ניתן למצוא בעזרת (1-,1)יש פתרון יחיד ( over-determined)למערכת גבוהה •

A-או בB-אפשר להיעזר ב :משמאלהופכיתמטריצה



דוגמא

:הבאהבמערכתנסתכל •

,פתרוןאין ( over-determined)למערכת גבוהה •

A-מטריצה הופכית משמאל לCכאשר–Ax=bלא מקיים x=C(1,-1,0)=(1/2,-1/2)כי •



דוגמא

:נסתכל במערכת הבאה•

הופכיות מימיןB,Cיש מספר פתרונות עבור ( under=determined)למערכת רחבה •

bעבור כל וקטור ( הופכית מימין ומערכת רחבהA)אפשר לפתור מערכת כזו : הערה•



מטריצות הופכיות של עבור מכפלת מטריצות

מטריצות במימדים מתאימים  A,Dתהיו •

AD-לת מימיןהופכיהוא EBאזי ,D-להופכית מימין E-ו, A-לת מימין הופכיBתהי •

:  הוכחה•



מטריצות הופכיות של עבור מכפלת מטריצות

ADמטריצות במימדים מתאימים לחישוב A,Dתהיו •

AD-לת משמאלהופכיהוא FCאזי ,D-לשמאל מתהופכיF-ו, A-לת משמאלהופכיCתהי •

:  הוכחה•



מטריצה הופכית

אזי המטריצות  ,משמאלוגם מטריצה הופכית ,מימיןיש גם מטריצה הופכית Aאם למטריצה •

חייבת להיות ריבועיתA,וכזמטריצה אחתשוות ויש רק 

:הוכחה•

:אזיAX=I, YA=Iנניח •

היא  Xולכן מטריצה ,מימיןתהופכימטריצה משמאל שווה לכל תופכימטריצה הכל , כלומר•

יחידה



מטריצה הופכית

אזי המטריצות  ,משמאליש גם מטריצה הופכית מימין וגם מטריצה הופכית Aאם למטריצה •

שוות ויש רק אחת כזו

𝐴−1-בAשלהיחיד הופכי הונסמך  (ניתנת להיפוך)מטריצה הפיכה A-במקרה כזה נגיד ש•

לפעמים למטריצה הפיכה קוראים בשם מטריצה לא סינגולרית•



מטריצה הופכית מימדים

,  מימיןתהופכימטריצה כי למטריצות גבוהות אין , מטריצה הפיכה תמיד ריבועית•

משמאלתהופכימטריצה ולמטריצות רחבות אין 

Aהוא 𝐴−1אזי הופכי של Aהוא הופכי של 𝐴−1אם •



פתרון מערכת משוואות ליניאריות בעזרת 
מטריצה הופכית

וקטור  -nאזי עבור כל ,הפיכהAאם Ax=bמשוואות ליניאריות nתהי נתונה מערכת של •
bהפתרון של המערכת-:                      מתקיים

Aשל מימין ת הופכיזה פתרון כי         הוא •

Aמשמאל של תהופכיכי          יחיד הפתרון הוזה •

הפיכה יש  Aאם Ax=bנעלמים n-משוואות וnלמערת משוואות ליניארית  של  :משפט•
פתרון אחד ויחד  

b-הפתרון הוא פונקציה ליניארית ב :מסקנה•



תכונות של מטריצה הפיכה

:אזי כל הטענות הבאות שקולות,ריבועיתמטריצה Aתהי  :משפט•

.1Aהפיכה

ל"בתAעמודות של 2.

ל"בתAשורות של 3.

יש הופכי מימיןA-ל4.

יש הופכי משמאל  A-ל5.



I: דוגמא

•Iהיא מטריצה הפיכה ומתקיים: 



מטריצה אלכסונית ריבועית: דוגמא

:אזי מתקיים,אלכסוניתמטריצה ריבועית Aתהי : משפט•

:  הוכחה•

:בכתיב מקוצר נקבל•



מטריצה אורתוגונלית: דוגמא

כלומר , אזי             ,אורתוגונליתמטריצה Qאם •



2x2מטריצה : דוגמא

ם  "הפיכה אםA2x2מטריצה •

:ומתקיים•

לזכור את הנוסחהאפשר: הערה•

אבל הן ,קיימותלחישוב מטריצה הופכית עבור מטריצות יותר גדולות הנוסחאות :הערה•

מסורבלות אין צורך לזכור אותם



לא טריוויאלית: דוגמא

: מטריצה הבאהAתהי •

:הפיכה ומתקייםAאזי •

: בדקו כי•



תכונות –מטריצה הופכית 

:אפשר להוכיח את התכונות הבאות•

-נסמן           כ•

שלמים מתקייםk,lואז עבור כל •



מטריצה משולשת

הפיכהLאזי , מאפסמטריצה משולשת תחתונה בעלת ערכי האלכסון הראשי שונים Lתהי : משפט•

:אפשר לרשום את המערכת בצורה הבאהLx=0נסתכל במערכת  :הוכחה•

ל  "בת Lולכן עמודות של נמשיךוכך x2=0ואז ממשווה שניה נסיק ,x1=0ממשוואה ראשונה נסיק •

(באופן דומה אפשר להראות את המשפט עבור מטריצה משולשת עליונה)ולכן היא הפיכה 



מטריצה משולשת

מטריצה משולשת עליונה בעלת ערכי האלכסון הראשי שונים מאפסRתהי  :משפט•

הפיכהRאזי •

דומה להוכחה משקף קודם: הוכחה•



QRחישוב מטריצה הופכית בעזרת פירוק 

קל למצוא מטריצה הופכיתQRפירוק בעזרת  :עובדה•

A=QRל נבצע פירוק ונקבל "כלומר עמודות שלה בת, מטריצה ריבועית הפיכהAתהי •

מטריצה משולשת עליונה בעלת ערכים חיובים על  R-מטריצה אורתוגונלית וQכאשר •

האלכסון הראשי

•Qו-Rהפיכות ולכן נקבל:

בהמשך נראה איך לחשב  •



אלגברה ליניארית למדעי  
הנתונים

חישוב מטריצה  , פתרון מערכת משוואות ליניאריות8.7
הופכית

11פרק 



הצבה לאחור
back substitution

הראשימטריצה משולשת עליונה בעלת ערכים שונים מאפס על אלכסון Rתהי •

:אפשר לרשום אותה בצורה הבאהRx=bנסתכל במערכת משוואות •

? איך נפתור אותה•

הצבה לאחור–מהסוף להתחלה •



הצבה לאחור
back substitution

נמצא•

ממשוואה שניה מהסוף נקבל•

וכך נמשיך  •



הצבה לאחור
back substitution

בעזרת הצבה לאחור  Rx=bתהליך הצבה לאחור פותר מערכת משוואות •

: הפתרון הוא•

:  סיבוכיות•

1חלוקה  :1צעד •

פעולות3:  2צעד •

פעולותi :2i-1צעד •

כ"סה•



פתרון מערכת משוואות כללית
Aהפיכה

:המקייםxכלומר למצוא , Ax=bאנו רוצים לפתור , הפיכהAתהי •

:  QRבעזרת פירוק •



חישוב מטריצה הופכית

מטריצה הפיכהAתהי •

נראה אלגוריתם למציאת  •



אלגברה ליניארית למדעי  
הנתונים

תרגילים8.8



פתרו

•11.2

•11.3

•11.5



אלגברה ליניארית למדעי  
הנתונים

פייתון 8.9



הופכי שמאלי



מטריצה הופכית



מטריצה הופכית



הצבה לאחור



פתרון מערכת משוואות ליניאריות
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